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R esu m en
En este art¶ ³culo se plantea la conveniencia de utilizar las herramientas matem¶ a-
ticas de la mec¶ anica cu¶ antica para resolver algunos problemas ¯nancieros. En
particular, se discute el modelo de tasa corta de Vasicek en tiempo continuo en
el marco de la integral de trayectoria de Feynman. Para ello, se determina el
Lagrangiano del sistema a partir del Hamiltoniano asociado de la ecuaci¶ on hacia
atr¶ as de Fokker-Planck. Posteriormente, se calcula la acci¶ on a ¯n de obtener
el precio de un bono cup¶ on cero y su tasa forward. En conclusi¶ on, se pretende
mostrar que la mec¶ anica cu¶ antica es una alternativa e¯caz en la soluci¶ on de
algunos problemas complejos que surgen en la valuaci¶ on de derivados.
A b stract
The aim of this paper is to show the convenience of using mathematical tools
from quantum mechanics to solve some ¯nancial problems. In particular, the
Vasicek short-rate model in continuous time is discussed in the framework of the
Feynman path integral. To do this, the Lagrangian of the system is obtained
from the Hamiltonian associate to the backward Fokker-Planck equation.
Subsequently, the action is calculated to obtain the price of a zero-coupon bond
and its forward rate. In conclusion, the paper attempts to show that quantum
mechanics is an e®ective alternative in solving some complex problems that
arise in pricing derivatives.
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1 . In tro d u cci¶ o n
En los ¶ ultimos a~ nos un gran n¶ umero de f¶ ³sicos se han interesado en resolver
problemas ¯nancieros. Para ello, han empleado herramientas matem¶ aticas de
la mec¶ anica estad¶ ³stica y la mec¶ anica cu¶ antica desarrolladas a lo largo de muchos
a~ nos para resolver problemas complejos de la f¶ ³sica. Esta situaci¶ on le ha dado
un gran impulso a la teor¶ ³a ¯nanciera dando origen a la \Econo-F¶ ³sica" y a las
\Finanzas Cu¶ anticas"
En particular una de las ramas de la f¶ ³sica que ha cobrado m¶ as inter¶ es es la
mec¶ anica cu¶ antica. Desde principios del siglo pasado, pr¶ acticamente, muchas
¤ P rofesor-Investigad or d e la E scuela de Ingen ier¶ ³a de la U n iversid ad P an am ericana.
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de las mentes brillantes de la f¶ ³sica se enfocaron en la soluci¶ on de problemas de
mec¶ anica cu¶ antica. En este marco, es posible distinguir tres diferentes enfoques
para estudiar la mec¶ anica cu¶ antica:
a) El enfoque de SchrÄ odinger, mediante una ecuaci¶ on diferencial parcial que
lleva su nombre y que analiza una funci¶ on de onda asociada al comportamiento
del ¶ atomo de hidr¶ ogeno.
b) El enfoque de Dirac, mediante matrices, operadores y reglas de conmutaci¶ on.
c) El enfoque de la integral de trayectoria de Feynman, metodolog¶ ³a que con-
sidera las contribuciones de todas las posibles trayectorias que puede seguir un
sistema cuando pasa de un estado a otro.
El objetivo primordial de este trabajo es mostrar de manera detallada el uso
de la integral de trayectoria de Feynman como una herramienta e¯caz en la
soluci¶ on de algunos problemas complejos de las ¯nanzas. Para ilustrar esto se
determina el precio de un bono cup¶ on cero que sigue el modelo de tasa corta
de Vasicek.
El trabajo est¶ a constituido por las siguientes secciones: En la secci¶ on 2
se plantea la ecuaci¶ on de Fokker-Planck hacia atr¶ as, pues ¶ esta constituye la
base para construir la integral de trayectoria de Feynman. En este marco,
se parte del Hamiltoniano asociado el sistema y, posteriormente, se obtiene el
Lagrangiano, el cual a su vez se usa para calcular la acci¶ on del sistema. En la
secci¶ on 3 se plantea el problema central de esta investigaci¶ on, el cual consiste
en abordar el modelo de Vasicek mediante el uso de la integral de trayectoria
de Feynman a ¯n de valuar un bono cup¶ on cero. En la medida de lo posible
el trabajo proporciona los detalles t¶ ecnicos de las demostraciones para darle
°uidez a su lectura. Por ¶ ultimo, en la secci¶ on 4 se plantean las conclusiones del
trabajo.
2 . E cu aci¶ o n h acia atr¶ as d e F o k k er-P lan ck
La ecuaci¶ on hacia atr¶ as de Fokker-Planck, tambi¶ en conocida como ecuaci¶ on de
Kolmogorov1, se utiliza para valuar opciones, esto es debido a que la funci¶ on de
pago se propaga hacia atr¶ as en el tiempo. En otras palabras, dado que el precio
de compra o venta de una opci¶ on al vencimiento se ¯ja al inicio del contrato, es
necesario \traer" al presente las posibles ganancias del contrato. Este proceso
puede aprovechase tambi¶ en para el estudio de las tasas de inter¶ es, en este caso,
es necesario propagar el valor de la tasa de inter¶ es en el tiempo ¯nal T , la cual
se denotar¶ a por R , hacia un valor r en un tiempo previo, cuando el tiempo corre
hacia atr¶ as. En este caso la probabilidad condicional hacia atr¶ as denotada por
P B (R ;t; r) representa la probabilidad de que la tasa \spot" tome el valor r0 en
el tiempo t, dado que en el tiempo futuro T > t, tomar¶ a el valor R . Con lo
cual, para un valor r = r(t + ²) y r0 = r(t), se cumple:
P B (R ;t; r0) =
Z
h± fr ¡ r0 ¡ ² [a(r0) ¡ ¾ (r0)R (t)] rgiP (R ;t + ²; r)dr: (1)
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En esta expresi¶ on los coe¯cientes a(r0) y ¾ (r0) contienen la informaci¶ on de la
tasa \spot" en el pasado. El Hamiltoniano de Fokker-Planck hacia atr¶ as est¶ a
dado por la expresi¶ on:
@
@ t
P B (R ;t; r) = H B P B (R ;t; r); (2)
donde:









Observe que para calcular el valor de P B (R ;t; r) como elementos de una matriz
es necesario utilizar la notaci¶ on de Dirac, en la cual el vector \ket" representa
el jestado iniciali y el vector \bra" (vector dual) representa el hestado ¯nalj.
Sin embargo, para este caso, dado que se considera el tiempo hacia atr¶ as, el
estado inicial ser¶ a jR i y el estado ¯nal hrj, con lo cual se llega a las siguientes
condiciones para calcular P B (R ;t; r):
P B (R ;t; r) = hrje¡ (T ¡ t)H B jR i; (4)
r(T ) = R :
Ahora a partir del Hamiltoniano de¯nido en la ecuaci¶ on (3) se obtiene el La-
grangiano requerido para calcular la acci¶ on y con ¶ esta el precio del bono me-
diante una integral de trayectoria de Feynman de la forma:




eS B D r; (5)
donde Z B es la funci¶ on de partici¶ on de¯nida mediante una integral de trayec-
toria que considera tanto a la tasa spot r(t) como el efecto del ruido blanco
R (t);2 as¶ ³la expresi¶ on para calcularla es:
Z B =
Z
eS B D r: (6)




L B dt: (7)
Para calcular el Lagrangiano hacia atr¶ as de Fokker-Planck a partir del Hamil-
toniano correspondiente, expresado en la ecuaci¶ on (3), se emplea la siguiente
2 V er B aaqu ie (2004), pag. 12012 E l m odelo de V asicek
ecuaci¶ on t¶ ³pica en mec¶ anica cu¶ antica que relaciona a ambos operadores, a saber:

























e¡ ² ¾ 2
2 p
2
eip(r¡ ~ r¡ ²a)dp:
(8)
Para calcular la ¶ ultima integral en la expresi¶ on (8) se utiliza la integraci¶ on
Gaussiana dada por la expresi¶ on:
















con N 0 =
p
¸ =2¼ . En consecuencia, si en la ¶ ultima integral de la expresi¶ on (8)
se toman:
¸ = ²¾ 2; j = i(r ¡ ~ r ¡ ²a);
se llega a
































































Por lo tanto, es posible concluir que el Lagrangiano hacia atr¶ as de Fokker-Planck
est¶ a dado por:
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Si en la ecuaci¶ on (11) se toma el l¶ ³mite ² ! 0, se obtiene (r ¡ ~ r)=² ! dr=dt,
con lo cual se llega a la forma de¯nitiva del Lagrangiano hacia atr¶ as de Fokker-
Planck:









De esta manera, al sustituir (12) en (7), se obtiene la forma expl¶ ³cita para el
c¶ alculo de la acci¶ on:













3 . D esarro llo d el m o d elo d e V asicek u tilizan d o la in teg ral
d e tray ecto ria d e F ey n m an
En esta secci¶ on se muestra que el modelo de Vasicek de tasa corta en tiempo
continuo puede resolverse de manera cerrada (exacta) mediante el uso de la
integral de trayectoria de Feynman establecida en la ecuaci¶ on (5). Como es
sabido, el modelo de Vasicek es considerado el parteaguas en lo que se re¯ere a
modelos de tasa corta en tiempo continuo.
Sea P (t0;T ) el precio de un bono cup¶ on cero, el cual puede calcularse
mediante la expresi¶ on:












En el caso del modelo de Vasicek, la tasa corta sigue el comportamiento descrito
por la siguiente ecuaci¶ on diferencial estoc¶ astica:
dr
dt
= a(b ¡ r) + ¾ dW t; (15)
con las condiciones r(t0) = r0, t0 ￿ t ￿ T , y donde W t es un movimiento Brow-
niano de¯nido sobre un espacio ¯jo de probabilidad con su ¯ltraci¶ on aumentada
(−;F ;(F
W
t )t2 [0;T ];IP).
Dado que el valor presente de un bono cup¶ on cero se obtiene al descontar
su valor futuro, la tasa spot debe establecerse en el tiempo T, de este modo la
propagaci¶ on de su comportamiento se hace \hacia atr¶ as", hasta llegar al valor
r0 en el tiempo t0. De este modo la acci¶ on hacia atr¶ as de Fokker-Planck, dada
en la ecuaci¶ on (13), puede expresarse para este caso espec¶ ³¯co como:










¡ a(b ¡ r)
¸ 2
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donde a y b son constantes. A trav¶ es de la ecuaci¶ on (16) es posible calcular el
valor esperado del precio del bono en la ecuaci¶ on (14), para lo cual se requiere
establecer la forma de la funci¶ on r(t) a ser integrada, las condiciones de frontera
y una distribuci¶ on de probabilidad: la distribuci¶ on de probabilidad propuesta
es de la forma eS V =Z , con Z de¯nida como en la ecuaci¶ on (6) y que funciona













Con base en lo anterior se puede obtener el precio del bono cup¶ on cero me-
diante el c¶ alculo del promedio del factor de descuento sobre la distribuci¶ on de
probabilidad mencionada antes, as¶ ³:










Si ahora se de¯ne




entonces se tendr¶ a




eS D r: (21)
Al sustituir (16) en (21), se obtiene:

















Como la medida de la integral de trayectoria permanece invariante bajo trasla-
ciones es posible hacer la siguiente consideraci¶ on: r(t) ! r(t) + b, con lo cual















(r(t) + b)dt: (23)
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Al resolver la ecuaci¶ on diferencial resultante para r(t) se llega a la expresi¶ on:






































= r0I1 + I2:
(26)











1 ¡ e¡ a(T ¡ t0)
a
´ B (t;T ): (27)




B (t;T )v(t)dt; (28)
con lo cual se obtiene
T Z
t0
r(t)dt = r0B (t;T ) +
T Z
t0
B (t;T )v(t)dt: (29)
Ahora hay que veri¯car que r(t) como est¶ a expresada en (25) cumpla las condi-
ciones inicial y de frontera:
i) En efecto, en t = t0 se cumple que r(t0) = r0:
ii) Para la condici¶ on ¯nal en t = T , dado que (dr=dt) = 0, ¶ esto equivale a decir
que r(T ) es libre de tomar cualquiera de sus valores posibles y, por consiguiente,
de la ecuaci¶ on (24), v(T ) tambi¶ en es libre de tomar valores. En este caso, las
condiciones de frontera se satisfacen para la variable v(t) cuando t0 ￿ t ￿ T .
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Antes de proceder a calcular el precio del bono cup¶ on cero P (t0;T ), la










(r(t) + b)dt; (30)






v 2(t)dt ¡ r0B (t;T ) ¡
T Z
t0
B (t;T )v(t)dt ¡ b(T ¡ t0);







v 2(t) + 2¾ 2B (t;T )v(t)
¤
dt ¡ r0B (t0;T ) ¡ b(T ¡ t0): (31)
Ahora bien, debido al cambio que se hizo en (23): a(b ¡ r) ! ar, entonces








v 2(t) + 2¾ 2B (t;T )v(t)
¤
dt ¡ (r0 ¡ b)B (t0;T ) ¡ b(T ¡ t0): (32)
Ahora se calcula el precio del bono cup¶ on cero para lo cual se sustituye (32) en
(21):

























2B (t;T )v(t)]d t
D r:
(33)
Si se de¯ne K = e¡ (r0¡ b)B (t0;T )¡ b(T ¡ t0), entonces (33) queda como
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Si ahora se hace la consideraci¶ on v(t) ! v(t) + ¾ 2B (t;T ), ya que la m¶ etrica
es invariante ante la traslaci¶ on, entonces la expresi¶ on (33¡ a) se puede escribir
como:



























2(t;T )d t Z




















A continuaci¶ on, se calcula la integral
T R
t0
B 2(t;T )dt, usando la de¯nici¶ on de
B 2(t;T ) establecida en la expresi¶ on (27):
T Z
t0
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Con el resultado anterior sustituido en la expresi¶ on (34) es posible calcular el
precio del bono cup¶ on cero, primero se calcula:









2a 2 ¡ b)µ¡ ( ¾ 2
2a 2 ¡ b)B (µ)¡ ¾ 2
4a B
2(µ)
= er0B (µ) exp
￿ µ
¾ 2
2a 2 ¡ b
¶
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Con la expresi¶ on anterior es posible expresar el valor del bono cup¶ on cero me-
diante la expresi¶ on:
P (t0;T ) = A (µ)e¡ B (µ)r0; (38)
donde:
A (µ) = exp
￿ µ
¾ 2
2a 2 ¡ b
¶






Como puede apreciarse las expresiones (37), (38) y (39) coinciden perfectamente
con las obtenidas por Vasicek en su art¶ ³culo original, as¶ ³como con los libros de
texto cl¶ asicos.4 Por ¶ ultimo, para el c¶ alculo de la tasa forward se sigue que:








¡ B (µ)r0 +
µ
¾ 2
2a 2 ¡ b
¶





































e¡ aµ ¡ e¡ 2aµ¢




1 ¡ 2e¡ aµ + e¡ 2aµ¢




1 ¡ e¡ aµ¢ 2
= r0 +
¡
1 ¡ e¡ aµ¢




1 ¡ e¡ aµ¢ 2
:
(40)
Este ¶ ultimo resultado coincide con el obtenido por Vasicek, con lo cual se de-
muestra que el empleo de la integral de trayectoria y los conceptos f¶ ³sicos aso-
ciados como el Hamiltoniano, el Lagrangiano y la acci¶ on pueden ser empleados
para resolver problemas ¯nancieros.
4 . C o n clu sio n es
Como puede verse a lo largo de este trabajo, el empleo de la integral de trayec-
toria de Feynman constituye una herramienta poderosa para resoluci¶ on de pro-
blemas complejos en el campo de las ¯nanzas. En este ejercicio se utiliz¶ o un
m¶ etodo alternativo para valuar un bono cup¶ on cero cuya tasa corta se comporta
de acuerdo con modelo de Vasicek en tiempo cont¶ ³nuo.
Se prevee que este sea el primero de una serie de trabajos relacionados con
uso de la integral de trayectoria de Feynman para otros modelos de tasa corta
disponibles en la literatura ¯nanciera. Una gran ventaja que tiene el uso de
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la integral de trayectoria de Feynman es que una vez planteado el problema
la integral puede calcularse tanto por m¶ etodos anal¶ ³ticos como por m¶ etodos
num¶ ericos.
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